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Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà

Èññëåäîâàíèþ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè è èõ ðåøåíèé

Èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ, ïîñòðîåííîìó íà
îñíîâå ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (îïåðàòîð
FE-çàìûêàíèÿ)
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Öåëè äèññåðòàöèè

Îõàðàêòåðèçîâàòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàéòè ñâÿçü ìíîæåñòâ
ðåøåíèé ñ èçâåñòíûìè êëàññàìè ôóíêöèé,
ðàññìàòðèâàåìûìè â òåîðèè àëãîðèòìîâ.
Îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé îò ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò, èñïîëüçóåìûõ â
óðàâíåíèÿõ.
Âûÿñíèòü âëèÿíèå äîïîëíèòåëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê íà
âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé.
Îïðåäåëèòü ñëîæíîñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (â ÷àñòíîñòè, ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé).
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Öåëè äèññåðòàöèè

Ðàçðàáîòàòü òåõíèêó äëÿ îïèñàíèÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ
ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé â âîïðîñàõ êëàññèôèêàöèè ôóíêöèé
ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè.

Îïðåäåëèòü îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà
FE-çàìûêàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ñèñòåìàõ ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé.
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Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ:

Ââåäåíèÿ

Ãëàâû 1 �Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêå�

Ãëàâû 2 �Îöåíêè ÷èñëà FE-çàìêíóòûõ è FE-ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ�

Ãëàâû 3 �Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ñèñòåì
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé�

Çàêëþ÷åíèÿ

Ñïèñêà ëèòåðàòóðû
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Ââåäåíèå

Âî ââåäåíèè îáîçíà÷åíû ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, ê êîòîðûì
ïðèìûêàþò èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííûå â íàñòîÿùåé
äèññåðòàöèè.

Ïðèâåäåíû ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé â ìàòåìàòèêå.

Äàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê òåìå
äèññåðòàöèè.

Ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå öåëè äèññåðòàöèè.

Ïðèâåäåíî èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â
äèññåðòàöèè, ïî ãëàâàì è ïàðàãðàôàì.
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Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ

Çàäà÷à Êîøè {
y ′(x) = f (x , y(x)),
y(x0) = y0.

Çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè

f (x , y) = f (y , x), f
(
f (x , y), z

)
= f
(
x , f (y , z)

)
.

Ñâîéñòâà ÷åòíîñòè, íå÷åòíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè

f (x) = f (−x), f (x) = −f (−x), f (x + T ) = f (x).

Ñàìîäâîéñòâåííûå áóëåâû ôóíêöèè

f (x1, . . . , xn) = f̄ (x̄1, . . . , x̄n).
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Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü N = {0, 1, . . .} (ðàñøèðåííûé íàòóðàëüíûé ðÿä)

PN � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íà N (ìíîæåñòâî ôóíêöèé
ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè)

ßçûê ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò èç:

ïåðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, . . ., ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèÿ èç N = {0, 1, . . .};
ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò f1, . . . , fk , . . ., îáîçíà÷àþùèõ
ôóíêöèè èç PN ;

ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ϕ1, . . . , ϕl , . . . ñî çíà÷åíèìè
èç PN ;

çíàêà ðàâåíñòâà, ñêîáîê è çàïÿòîé;
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Ïîíÿòèå òåðìà

Ïóñòü Q ⊆ PN . Îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà íàä Q.

ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn - òåðìû íàä Q;

åñëè t1, . . . , tn � òåðìû íàä Q, f
(n)
ν åñòü îáîçíà÷åíèå

ôóíêöèè èç Q è ϕ
(n)
i � ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî

f
(n)
ν (t1, . . . , tn) è ϕ

(n)
i (t1, . . . , tn) ñóòü òåðìû íàä Q.
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Ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ, ñèñòåìû óðàâíåíèé è ðåøåíèÿ

Ðàâåíñòâîì (óðàâíåíèåì) íàä Q íàçûâàåì ëþáîå
âûðàæåíèå âèäà t1 = t2, ãäå t1, t2 � òåðìû íàä Q.

Ïóñòü ϕ
(n1)
i1

, . . . , ϕ
(nm)
im

� âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå,
âõîäÿùèå â óðàâíåíèå t1 = t2. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ t1 = t2
íàçûâàåì ñèñòåìó {f (n1)j1

, . . . , f
(nm)
jm
} ôóíêöèé èç PN ,

êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû êàæäîé ïåðåìåííîé ϕ
(ns)
is

ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé f
(ns)
js

ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå t1 = t2 â òîæäåñòâî.

Åñëè Ξ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, òî ðåøåíèåì
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ íàçûâàåì ñèñòåìó ôóíêöèé èç PN ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿùåãî
â ñèñòåìó Ξ.
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Ïîíÿòèå FE-çàìûêàíèÿ

Âûäåëèì ϕ
(n)
i - ãëàâíóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ.

Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé Q îïðåäåëÿåòñÿ
ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ξ, åñëè Q ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ
òåõ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå âõîäÿò â ðåøåíèÿ

ñèñòåìû Ξ â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû ïî ïåðåìåííîé ϕ
(n)
i .

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Q îòíîñèòåëüíî ñèñòåì
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (FE-çàìûêàíèåì) íàçûâàåì
ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç PN , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê
îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà ñèñòåìàìè ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé íàä Q.

Ìíîæåñòâî Q íàçûâàåì FE-çàìêíóòûì, åñëè Q =FE[Q].
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Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
FE-çàìûêàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêå

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ

Îïåðàòîðû FE-çàìûêàíèÿ è HG-çàìûêàíèÿ

Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè äëÿ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {0, x + 1}
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèçå
ôóíêöèè

ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè
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ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ïîíÿòèå HG-çàìûêàíèÿ

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îïåðàòîðà HG-çàìûêàíèÿ.

Îïåðàòîð HG-çàìûêàíèÿ òàêæå îñíîâàí íà ñèñòåìàõ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò îïåðàòîð ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí â ôîðìàëèçìå Ýðáðàíà�Ã¼äåëÿ, èçíà÷àëüíî
ïðåäëîæåííîãî äëÿ çàäàíèÿ ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

ßçûê îïåðàòîðà HG-çàìûêàíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÿçûêîì
îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ. Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê
ïîíÿòèÿì òåðìà è ðàâåíñòâà (óðàâíåíèÿ).

Ïîëó÷åíèå èç ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
ôóíêöèè-ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê âûâîäó èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé ðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà
âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ.
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Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
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ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ñðàâíåíèå FE è HG îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ

Äëÿ çàäàíèÿ â ôîðìàëèçìàõ FE è HG îáùåðåêóðñèâíîãî

îïåðàòîðà Φ(f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m ), ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñèñòåìó

ðàâåíñòâ Ξ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè 0, x + 1,

f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m . Åñëè Φ(f

(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m ) = f ñèñòåìà ðàâåíñòâ Ξ

äîëæíà êîððåêòíî îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ f ÷åðåç ôóíêöèè

f
(n1)
1 , . . . , f

(nm)
m .

Òåîðåìà

Äëÿ âñÿêîãî îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà Φ(f1, . . . , fm)
íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (â ôîðìàëèçìå FE) ñ

ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè 0, x + 1 è f1, . . . , fm, êîòîðàÿ
äëÿ ëþáîãî âûáîðà ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò f1, . . . , fm
îïðåäåëÿåò (ïî ñâîåé ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé)
ôóíêöèþ Φ(f1, . . . , fm).
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
FE-çàìûêàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ïîíÿòèå îäíîðîäíîé ôóíêöèè

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç PN , ñàìîñîïðÿæåííûõ ñ
ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè π, îáîçíà÷èì ÷åðåç Sπ.

H =
⋂
π
Sπ, ãäå ïåðåñå÷åíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî âñåì

ïåðåñòàíîâêàì π íà ìíîæåñòâå N. Ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà
H íîñÿò íàçâàíèå îäíîðîäíûõ ôóíêöèé

Òåðíàðíûì äèñêðèìèíàòîðîì íàçîâåì ôóíêöèþ

p(x , y , z) =

{
z , åñëè x = y ,
x â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
FE-çàìûêàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè äëÿ îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü ñèñòåìà Ξ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì

ôóíêöèé {f1, . . . , fs} îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f è π � ïåðåñòàíîâêà

íà ìíîæåñòâå N. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ξπ, ïîëó÷åííàÿ èç
ñèñòåìû Ξ çàìåíîé êàæäîé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòû

fi , 1 ≤ i ≤ s, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé f πi ,
îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f π.

Òåîðåìà

Ëþáîé FE-çàìêíóòûé êëàññ, ñîäåðæàùèé íåòðèâèàëüíóþ

(íåñåëåêòîðíóþ) îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ, öåëèêîì âêëþ÷àåò

êëàññ H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé.
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
FE-çàìûêàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}

Òåîðåìà

FE-çàìûêàíèå ñèñòåìû {x + 1} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1.

Òåîðåìà

Ïóñòü a ∈ N è f (x) � òàêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà Σ1
1, ÷òî

{f n(a) : n = 1, 2, . . .} = N \ {a}. Òîãäà FE-çàìûêàíèå
ìíîæåñòâà {f (x)} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1

1.
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
FE-çàìûêàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Òåîðåìà

FE-çàìûêàíèå êàæäîãî èç ìíîæåñòâ ôóíêöèé {χ<},
{χ≤}, {χ>}, {χ≥} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1

1.

FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé {χ=} ñîäåðæèò êëàññ
H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé, âêëþ÷àåòñÿ âíóòðü êëàññà Σ1

1 è íå

ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1
1

FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {χ=} ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ

ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ

ïåðåñòàíîâîê ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè 0, 1.
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
FE-çàìûêàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ïîíÿòèå ÿçûêà FE ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Ðàñøèðèì ëîãè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ÿçûêà FE - âíåñåì â
ÿçûê FE íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê.
Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ÿçûê îáîçíà÷èì ÷åðåç FEM .

Ôîðìóëû ÿçûêà FEM îáðàçóåì èç ýëåìåíòàðíûõ ôîðìóë
(ðàâåíñòâ òåðìîâ) ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé èç
ìíîæåñòâà M.

Åñëè ìíîæåñòâî M ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ñèñòåìîé
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê &,∨,¬, òî ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå
ÿçûê îáîçíà÷èì ÷åðåç FEC.
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îïåðàòîðû FE è HG çàìûêàíèÿ
Ïðèíöèï ñîïðÿæåííîñòè
FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâ òèïà {x + 1}
FE-çàìûêàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
ßçûê FE-çàìûêàíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè

Òåîðåìà

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

FE&∨[∅] = FE[p]

FE&→[∅] = FE[p]

FE&∼[∅] = FE[p]

FE&∨[min(x , y)] = Σ1
1.

FE&∨[max(x , y)] = Σ1
1.

Òåîðåìà

FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {p(x , y , z), a1, . . . , ak}, ãäå
a1, . . . , ak� êîíñòàíòû, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ôóíêöèé,

ñàìîñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ñ

íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè a1, . . . , ak .
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Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

FE-çàìêíóòûå êëàññû
FE-ïðåäïîëíûå êëàññû

Îöåíêè ÷èñëà FE-çàìêíóòûõ è FE-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ:

FE-çàìêíóòûå êëàññû

FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

FE-çàìêíóòûå êëàññû
FE-ïðåäïîëíûå êëàññû

Ïîíÿòèå ôèëüòà è ìíîæåñòâà CF

Ôèëüòðîì (íà N) íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü F ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà N, óäîâëåòâîðÿþùóþ äâóì óñëîâèÿì:

Åñëè M1,M2 ∈ F , òî M1 ∩M2 ∈ F .

Åñëè M1 ∈ F è M1 ⊂ M2, òî M2 ∈ F .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C (M) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f , êîòîðûå
ÿâëÿþòÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè îòíîñèòåëüíî ëþáûõ
ïåðåñòàíîâîê, òîæäåñòâåííûõ íà N \M è ïðîèçâîëüíûõ íà M.
Åñëè F � ôèëüòð, òî ïóñòü

C (F ) =
⋃
M

C (M).
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

FE-çàìêíóòûå êëàññû
FE-ïðåäïîëíûå êëàññû

Ìîùíîñòü FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîãî ôèëüòðà F ìíîæåñòâî H îäíîðîäíûõ ôóíêöèé

ñîäåðæèòñÿ â C (F ).

Êëàññ C (F ) ÿâëÿåòñÿ FE-çàìêíóòûì êëàññîì.

Äëÿ ëþáîãî ôèëüòðà F, íå ñîäåðæàùåãî îäíîýëåìåíòíûõ

ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâî C (F ) îòëè÷íî îò ìíîæåñòâà PN .

Åñëè F1 è F2 � äâà ðàçëè÷íûõ íåãëàâíûõ ôèëüòðà, òî

C (F1) 6= C (F2).

Òåîðåìà

Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ

ãèïåðêîíòèíóàëüíà.
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

FE-çàìêíóòûå êëàññû
FE-ïðåäïîëíûå êëàññû

Îïðåäåëåíèå FE-ïðåäïîëíîãî êëàññà

Êëàññ ôóíêöèé Q íàçîâåì FE-ïðåäïîëíûì, åñëè îí
FE-çàìêíóò, îòëè÷åí îò PN è ïðè äîáàâëåíèè ëþáîé ôóíêöèè
èç PN \ Q îáðàçóåò ñèñòåìó, FE-ïîëíóþ â êëàññå PN .

Òåîðåìà

Åñëè ôèëüòð F íå ñîäåðæèò îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, íî

ñîäåðæèò ìîæåñòâî ñ áåñêîíå÷íûì äîïîëíåíèåì, òî

FE-çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé C (F ) ìîæíî ðàñøèðèòü äî
FE-ïðåäïîëíîãî êëàññà.
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

FE-çàìêíóòûå êëàññû
FE-ïðåäïîëíûå êëàññû

FE-ïðåäïîëíûå êëàññû

Óòâåðæäåíèå

Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ Π êëàññ Sπ FE-ïðåäïîëîí â PN .

Òåîðåìà

Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà FE-ïðåäïîëíûõ êëàññîâ íå ìåíåå ÷åì

êîíòèíóàëüíà.
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Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îöåíêè ñëîæíîñòè
Ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p
Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ñèñòåì

ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ:

Íåðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè è êëàññ Π1

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Êàëèíèíà È.Ñ. Ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè



Ââåäåíèå
Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ

FE-çàìêíóòûå è FE-ïðåäïîëíûå êëàññû
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè

Çàêëþ÷åíèå

Îöåíêè ñëîæíîñòè
Ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p
Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêà ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè

ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Ïðîáëåìîé âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé íàçîâåì ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî
ðåøåíèÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Òåîðåìà

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {p(x , y , z)} àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà.

Òåîðåìà

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {p(x , y , z)} ïðèíàäëåæèò êëàññó Π1

àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.
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Ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p
Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Ñëåäñòâèÿ è îáîáùåíèÿ äëÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè

ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Ñëåäñòâèå

Ìíîæåñòâî âñåõ âûïîëíèìûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä {p(x , y , z)} ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì ìíîæåñòâîì â

êëàññå Π1 èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Ñëåäñòâèå

Ìíîæåñòâî âñåõ âûïîëíèìûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä {p(x , y , z), a1, . . . , ak}, ãäå a1, . . . , ak�
êîíñòàíòû, ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì ìíîæåñòâîì â êëàññå Π1

èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.
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Ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p
Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Ñâîéñòâà äåðåâà ðåøåíèé ∆

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ∆ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì:
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ¾êîîðäèíàòå¿
ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû äåðåâà ∆ îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííàÿ âåðøèíà ¾êîíöåâîé¿, à åñëè íåò, òî âû÷èñëÿåò
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé fi âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ.

Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ξ èìååò ðåøåíèå, òî â äåðåâå ∆
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà áåñêîíå÷íàÿ âåòâü.

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîé âåòâè â äåðåâå ∆
âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (∀k)R(k), òî åñòü ïðèíàäëåæèò
êëàññó Π1 àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Âñå óêàçàííûå ñâîéñòâà äåðåâà ∆ îñòàþòñÿ âåðíû äëÿ
ñëó÷àÿ ñèñòåìû íàä ìíîæåñòâîì {p(x , y , z), a1, . . . , ak}, ãäå
a1, . . . , ak� êîíñòàíòû.
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Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì íàä ìíîæåñòâîì {p(x , y , z)}

Çàôèêñèðóåì íóìåðàöèþ âñåõ ïàð òåðìîâ âèäà
(ϕi (a), ϕl(b)).

Ïóñòü β = β0β1 . . . - äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(âîçìîæíî, c ïðîïóñêàìè), â êîòîðîé βt = 1, åñëè â ïàðå ñ
íîìåðîì t - ϕi (a) = ϕl(b).

Ïóñòü Fβ - ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ ôóíêöèé (g1, . . . , gr ),
äëÿ êîòîðîé äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ
äëÿ íàáîðà ôóíêöèé (g1, . . . , gr ), ñîâïàäàåò ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ β (âñþäó êðîìå ïðîïóñêîâ).
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Îöåíêè ñëîæíîñòè
Ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p
Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ êîíñòàíòîé p

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì íàä ìíîæåñòâîì {p(x , y , z)}

Ñëåäñòâèå

Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé íàä {p(x , y , z)} ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îáúåäèíåíèÿ

âñåõ ìíîæåñòâ Fβ , ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β ïîñòðîåíû äëÿ

ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ âåòâåé äåðåâà ∆.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Ðàáîòû àâòîðà

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

Äëÿ âñÿêîãî îáùåðåêóðñèâíîãî îïåðàòîðà Φ(f1, . . . , fm)
íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (â ôîðìàëèçìå FE) ñ
ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè 0, x + 1 è f1, . . . , fm,
êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî âûáîðà ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò
f1, . . . , fm îïðåäåëÿåò (ïî ñâîåé ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé
ïåðåìåííîé) ôóíêöèþ Φ(f1, . . . , fm).

Ëþáîé FE-çàìêíóòûé êëàññ, ñîäåðæàùèé íåòðèâèàëüíóþ
îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ, öåëèêîì âêëþ÷àåò êëàññ H
îäíîðîäíûõ ôóíêöèé.

FE-çàìûêàíèå ñèñòåì, ïîäîáíûõ ñèñòåìàì {x + 1} è {χ<}
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Σ1

1 àíàëèòè÷åñêîé èåðàðõèè Êëèíè.
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Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
FE&∨[∅] = FE→&[∅] = FE∼&[∅] = FE[p]. Êëàññû FE&∨[min]
è FE&∨[max] ñîâïàäàþò ñ êëàññîì Σ1

1.

FE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {p(x , y , z), a1, . . . , ak}, ãäå p �
òåðíàðíûé äèñêðèìèíàòîð, à a1, . . . , ak � êîíñòàíòû,
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ôóíêöèé, ñàìîñîïðÿæåííûõ
îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ñ íåïîäâèæíûìè
òî÷êàìè a1, . . . , ak .
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Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé p àëãîðèòìè÷åñêè
íåðàçðåøèìà; ìíîæåñòâî âñåõ âûïîëíèìûõ ñèñòåì
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä {p} ÿâëÿåòñÿ m-ïîëíûì
ìíîæåñòâîì â êëàññå Π1 èåðàðõèè Êëèíè-Ìîñòîâñêîãî.

Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ
óðàâíåíèé íàä {p} ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îáúåäèíåíèÿ âñåõ
ìíîæåñòâ âèäà Fβ , ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β ïîñòðîåíû
äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íûõ âåòâåé äåðåâà ðåøåíèé äàííîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ FE-çàìêíóòûõ êëàññîâ
ãèïåðêîíòèíóàëüíà. Ìîùíîñòü ñåìåéñòâà FE-ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ íå ìåíåå ÷åì êîíòèíóàëüíà.
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Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè â æóðíàëàõ èç

ñïèñêà ÂÀÊ

Ìàð÷åíêîâ Ñ. Ñ., Êàëèíèíà È. Ñ. Îïåðàòîð FE-çàìûêàíèÿ
â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêå // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óí-òà.
Ñåð. 15. Âû÷èñë. ìàòåì. è êèáåðíåò. 2013. � 3. Ñ. 42�47.

Êàëèíèíà È.Ñ. Î äåéñòâèè îïåðàòîðà FE-çàìûêàíèÿ íà
ìíîæåñòâå ôóíêöèé ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè // Âåñòíèê
Ìîñêîâñêîãî óí-òà. Ñåðèÿ 15. Âû÷èñëèò. ìàòåì. è
êèáåðíåò. 2014. � 3. Ñ. 46-51
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Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè â æóðíàëàõ èç

ñïèñêà ÂÀÊ

Êàëèíèíà È.Ñ., Ìàð÷åíêîâ Ñ.Ñ. Î ñëîæíîñòè ïðîáëåìû
âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà,
2015. �8, Ñ.

Êàëèíèíà È.Ñ. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà
FE-çàìûêàíèÿ â ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêå // Âåñòíèê
Ïåíçåíñêîãî óí-òà. 2014. � 3. Ñ. 37-46
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Ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè â òåçèñàõ

êîíôåðåíöèé

Êîíôåðåíöèÿ Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ

Êàëèíèíà È. Ñ. Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äëÿ ñèñòåì
ôóíêöèîíàëüíûõ ñ÷åòíîçíà÷íîé ëîãèêè// Íàó÷íàÿ
êîíôåðåíöèÿ �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ�, Òåçèñû äîêëàäîâ,
27-31 îêòÿáðÿ 2014 ã. Ñ. 45-46
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå !
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